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BAREM DE CORECTARE, CLASA A X-A
Subiectul 1. Fie functia f/:R - R, f(x)=1+3/13x-1

a) Aratati ca functia f* este bijectiva si determinati functia inversa.

b) Determinati punctele de intersectie ale graficelor functiilor f si f -
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Fie yeR astfel incat f(x)zy S 1+13x-1 =y 13x-1 =(y—1) = sz: [ este
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b) Graficele unei functii strict crescatoare bijective si ale inversei se afla pe prima bisectoare, deci avem de
rezolvat ecuatia f (x) e ettt e 2p
f(x)=x=J1Bx-1=x-1<=13x-1 :(x—l)3 < x=3x"-10x=0 <:>x(x2 —3x—10) =0 e, 2p
Se obtin solutiile x, =0,x, =—2,x; =5, iar punctele de intersectie sunt: A(O, O), B(S, 5), C(—2, —2). ...1p

Subiectul 2. Determinati functiile f :IR — R cu proprietatea f( f (x) +3y)=12x+ f(f ( y) —X), pentru orice

numere reale xsi y.
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Notam f(O) =a,acR

. X

In relatia din enunt inlocuim y = —% si obtinem f[f(—%] - x] =—12x+a,VxeR ... Ip
Functia din membrul drept este surjectiva, deci $1 /€St SUIJECTIVA ....ocueeuieiuiriieiieiere et eiee ettt 2p
Fie x,,x,,y € Rastfel incat f'(x,)=f(x,), f(y)=x +x,. (1)

Inlocuind relatia din enunt obtinem

S () +30) =12+ F(f (¥)=x) f(f (3,) +30) =125, + [(f (¥)-x,). @

Din relatiile (1) si (2) obtinem X, = X, , deci f'este INJECIVA. .......ccoeuiiiiiiiiiiiiiiiiicccce e 2p
Pentru x =0 1in relatia din enunt avem f(f(y)) =fBr+a),VVER .o Ip
f este injectiva = f(y):3y+a,Vye]R. ............................................................................................................. 2p
Pentru orice a € R, f (x) =3x+a verifica relatia din enunt, deci este SOIULIE. ....c.cevvevivieveeiereieieieeieiieee e, Ip
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Subiectul 3. a) Demonstrati ca, pentru orice x,y,z € [0,00) si orice m numar natural nenul, are loc inegalitatea

m—1

b) Fie a,b,c€C, cu |d|=|b|=|c|=1. Notim S, =|a+b|" +|b+c[ +|c+a|" oricarear fi neN.

Aritati cd, dacd existd p € N” astfel incat S ,» <3, atunci pentru orice n € N, avem §, =3.

SOIULIE: OFICTU oottt ettt b bt ettt s bt st eb et sh e et e s be s b e eba et e sbesbeeseenbebenee Ip
a) Se demonstreaza prin iNdUCtie MAtEMATICA ........ccueeiiirtieiiieetieeie ettt ettt ettt et e bt e st e s eesbeeebeenseeneeas 3p
b) Aplicand a) pentru x = |a +b|,y= |b+c ,X= |c+a| , obtinem:
(5.)"
SZ'” > # ........................................................................................................... 1p
Avem S, =|a+b]" +[p+c|" +let+al =|a|” +[b]" +|e| Flatbre] oo 2p

) 2 ) .
Din S, :3+|a+b+c| =5,23= S, 23, pentru orice meN",

cuegalitate Pentril @+D+C =0, ... i 1p
Daci exista p € N astfel incat S,<3,cum S, 23=S5 , =3=a+b+c=0. ... Ip
Atunci S, :|a+b|n +|b+c” +|c+an :|an +|b|" +|c|" =3 pentruorice neN,..........cccoiiii D

Subiectul 4. Determinati # >3 cu proprietatea ca existd o functie bijectiva f : {1, 2,...n} - {1, 2, n} pentru care

kdivide f(D)+ f(2)+...+ f(k), pentru orice k {1, 2,...n} .

SOIULIE: OfICIU ..ot et sttt Ip
Deoarece functia f este bijectiva, avem f(1)+ f(2)+...+ f(n) =@
, n(n+l)  n+l )
Din n| f()+ f(2)+...+ f(n)=>n > = > EN=n=2p+LpeN e, 2p
Avem 2p| f(D)+ f(2)+...+ f(2p)
(2p+1)(2p+2)

Cum f()+ f(2)+..+ f2p)= > —f(2p+1)=(2p+1)(p+1)-f(2p+1)
rezultd 2p\(2p+1)(p+l)—f(2p+l):>2p|2p(p+1)+(p+l)—f(2p+l):>

2p|f(2p+1)—(p+1) @) . 1p
Cum f(2p+1)—(p+1)e{—p,—p+l,...,p—l,p} din (1) rezulta
f(2p+1)—(p+l)=0:>f(2p+1)=p+1 ....................................................................................................... Ip
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Avem2p—1| f()+f(2)+...+ f2p-1),

Cum f(D)+f(Q)+..+fCp-1)=2p+1)(p+1)—f(2p+1)- f2p)=(2p+1)(p+1)—(p+1)- f(2p)
rezultd f()+f(2)+..+ fQp-1)=2p(p+1)-f(2p)

Atunci 2p—1|2p(p+1)—f(2p):>2p—1|(2p—1)(p+1)+p+l—f(2p):>
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2p-1] f2p)—(p+1) () T 1p

in plus, avem f(2p)—(p+1) €{-p,—p+1,...p—1, p} 3
Dacd p>2=2p—1> p si folosind relatiile (2) si (3):>f(2p)—(p+1) =0=f2p)=p+1 .. Ip
dar f (2 p+ l) = p+1 ceea ce contrazice injectivitatea fUNCHET fi........cooveveiererieeirieiseeeee e lp
Prin urmare, P =1,70=3 .ot 1p

_ 123 123 _ o
Functia f = sau f = verifica conditiile din €NUNL...........c.ccovivieieiereiieeeieeeeeeeeeee e Ip
312 132
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